
١حساب دیفرانسیل و انتگرال   
  ١                          پیوست دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده   : مولفین 

 ١ 

 
 اولپيوست 

 

 اعداد مختلط
} اعداد طبيعيهاي بسيار دور انسان  از زمان },...,...,3,2,1 nN  يا به اصطلاح اعداد شمارشي را =

Nnmاين سئوال مطرح شد كه براي هر . شناخت مي ) آيا معادله ,∋ )1m x n+  داراي N در =
 وجود ندارد كه به عنوان مثال معادله N در x؟ پاسخ منفي است زيرا عددي مانند جواب است

510 =+ xاعداد صحيحلذا به فكر توسعه اعداد افتادند و مجموعه .  داراي جواب باشد 
{ },...,...,2,1,0 nZ  عه بديهي است كه هر معادله به شكل در اين مجمو.  را ساختند=±±±

Znmسپس به اين سوال پرداختند كه آيا براي هر .  داراي جواب است(1)  (2) معادله ,∋
nmx ) داراي جواب است؟ در اينجا هم پاسخ منفي است زيرا معادله = ) 174 =− x در Z داراي 

 )گوياي(اعداد منطق  را هم توسعه دادند و مجموعه Zپس . جواب نيست









≠∈= 0,, nZnm
n
mQ 

 Qي كه خواهيم ديد، اصولاً، به معنائ.  داراي جواب است(2)در اين مجموعه مسلماً . را ساختند
را انجام داد و ) بر غير صفر(توان جمع، تفريق، ضرب و تقسيم  در اين مجموعه مي. يك ميدان است

 تصور بر اين بود كه كليه اعداد منطق دهاي مدي تا مدت.  استQنتيجه عمل باز هم عضوي از 
الزاويه زير را ساخت كه  توان مثلث قائم هندسي و انتخاب واحدي مناسب مياكنون با ابزار . هستند

 در آن مطابق شكل 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ١شكل 

1== ACAB .222دانيم كه  مي
BCACAB 2 و لذا +=

2
=BC . پس قطعه خطي داريم كه

به سادگي، و با استفاده از نظريه . دهيم  نشان مي2 را با BCا طول  است و م2مربع طول آن 
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اعدادي را كه منطق نباشند . تواند عددي منطق باشد  نمي2توان نشان داد كه  مقدماتي اعداد، مي
 حال . نامند  مي)گنگ(اصم 

QR } اعداد اصم{ = 
قسمت اعظم رياضيات كار با اعداد حقيقي است، با وجود اين . نامند  مياعداد حقيقيرا مجموعه 

012معادله درجه دوم  =+x 02 يا بطور كلي معادله درجه دوم =++ cbxax با شرط 
042 <−=∆ acb در مجموعه اعداد حقيقي Rبحث اصلي ما در حقيقت از .  داراي جواب نيستند

شود كه به دنبال ساختن دستگاهي از اعداد هستيم كه در آن معادلاتي نظير  اينجا شروع مي
 .معادلات بالا داراي جواب باشند

 :گيريم  را به صورت زير در نظر ميCمجموعه 
.( ){ }, ,C a b a b R= ∈ 

 :كنيم  اعمال تساوي، جمع و ضرب را چنين تعريف ميCبر 
) به ازاي هر :تساوي. (1) ) ( ) Cdcba ∈,,, 

( ) ( ) .,,, dbcadcba ==⇔= 
) به ازاي هر :جمع. (2) ) ( ) Cdcba ∈,,, 

( ) ( ) ( ).,,, dbcadcba ++=+ 
) به ازاي هر :ضرب. (3) ) Cdc ) و ,∋ )ba, 

( )( ) ( ).,,, bcadbdacdcba +−= 
يعني، حاصل اين اعمال بر ( نسبت به اعمال جمع و ضرب بسته است Cشود كه مجموعه  ديده مي

 ).باشد مي  C مجدداً عضوي از Cهر دو عضو 
 :باشند   داراي خواص زير ميCاعمال جمع و ضرب در 

)فرض كنيم  ) ( ) ( )badcfe  :در اين صورت.  باشندC عضوهاي دلخواهي از ,,,,,
(1) .( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]fedcbafedcba ,,,,,,  .، شركتپذيري عمل جمع++=++
(2) .( ) ( ) ( ) ( )baba ,0,0,,0,0  .نامند  را عضو صفر يا عضو خنثي نسبت به عمل جمع مي+=
(3) .( ) ( ) ( ) ( )0,0,,,, =−−+−− bababa را قرينه ( )ba,ل جمع  يا وارون آن نسبت به عم
 .نامند مي

(4) .( ) ( ) ( ) ( )badcdcba ,,,,  .، يعني عمل جمع تعويضپذير است+=+
(5) .( )( )[ ]( ) ( ) ( )( )[ ]fedcbafedcba ,,,,,,  .، شركتپذيري عمل ضرب=
(6) .( ) ( ) ( )( )badcdcba ,,,,  .، يعني عمل ضرب تعويضپذير است=
(7) .( ) ( )( ) ( )baba ,0,1,,0,1  .شود  عضو يك يا عضو خنثي نسبت به عمل ضرب ناميده مي=
)اگر . (8) ) ( )0,0, ≠ba آنگاه عضوي مانند ،( ) Cyx   وجود دارد به طوري كه,∋

( )( ) ( ) .0,1,, =yxba 
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 ( )yx, را وارون ( )ba, نسبت به عمل ضرب ناميده و آن را ( ) 1, −baدهند  نشان مي . 
(9) .( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( )febadcbafedcba ,,,,,,,  . ، توزيعپذيري ضرب نسبت به جمع+=+

 داريم . كنيم  را ثابت مي(8)اثبات كليه خواص بالا آسان است، به عنوان مثال 
( )( ) ( ) ( ) ( )0,1,0,1,, =+−⇔= bxaybyaxyxba 

.0,1 =+=−⇔ bxaybyax 
، پس a≠0فرض كنيم 

a
bxy −

=1 و =





−−

a
bxbax .گيريم كه  نتيجه مي 

2222 ,
ba

by
ba

ax
+

−
=

+
= 

)، يعني  ) 







+

−
+

=−
2222

1 ,,
ba

b
ba

aba.  

. شود  ناميده ميميدان يك (9)-(1) با اعمال جمع و ضرب تعريف شده  و خواص Cعه مجمو
)اكنون فرض كنيم . نامند  ميميدان اعداد مختلط را Cمجموعه  ){ }RaaA ∈= ، پس ,0

CA⊂ . تابعAR →:φ باضابطة ( ) ( )0,aa =φشود كه  به سادگي ديده مي. گيريم  را در نظر مي
φبه علاوه .  تابعي يك به يك و پوشاست 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ... baba

baba
φφφ

φφφ
=

+=+ 

ARاست، يعني  برقرار ,RA بين ١-١لذا تناظري   را Rو Aبدين خاطر است كه اعضاي . ≅
)گيريم،  يكسان در نظر مي )1,aa  به Cاي از   را به عنوان زير مجموعهRبا اين تناظر است كه . ↔

 براي يك ميدان صدق (9)-(1) در خواص Rو Aتوجه كنيد كه هر دوي . آورند حساب مي
)عضو . كنند مي ) Ci ∈=   را در نظر گرفته و داريم 1,0

( )( ) ( ) .0,11,01,02 −==i 
)به اين دليل و با توجه به آنچه در بالا گفتيم از علامت  ) 10,1 −=−=iكنيم اما   استفاده مي

 .  معناي رايج در اعداد حقيقي را ندارد−1بايستي دقت كنيد كه 
)اكنون فرض كنيم  ) Cba  توان نوشت  مي. ,∋

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0,1,00,,00,, bababa +=+= 
iba += 

ARبا توجه به ( ≅ ( 
 .و اين صورت ديگري از اعداد مختلط است كه از حالا به بعد با آن سر و كار داريم

 

012 در معادله :تبصره =+x اگر ضرايب عضو Cفرض شوند داريم  

( ) ( )0,00,12 =+x 
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)و بديهي است كه  ) ( ) ( ) ( )0,00,10,10,12 =+−=+i 012، يعني معادله =+x در C داراي جواب 
 .است

ibazفرض كنيم    ناميده شده و با واحد موهومي i. عدد مختلط دلخواهي باشد=+
1−=i 12 يا −=i 

 ناميده و z عدد مختلط قسمت موهومي را b و قسمت حقيقي را a. گردد تعريف مي
 نويسيم مي

.Im zb za و = Re= 
0نگاه عدد ، آa=0اگر  ib ib+  آنگاه عدد b=0 ناميده شده و اگر موهومي محض يك =

0aحقيقي  i a+  . را داريم=
111222اگر  , iyxziyxz   آنگاه . دو عدد مختلط باشند=+=+
(1) .212121 , yyxxzz ==⇔= 
(2).( ) ( )212121 yyixxzz +++=+ 
(3) .( ) ( )1221212121. yxyxiyyxxzz ++−= 

 

 در صورتي كه قانون ضرب در اعداد مختلط را فراموش كرده باشيم با استفاده از (1) :تبصره
 ضرب معمولي داريم 

( )( ) .. 21
2

212121221121 yyixiyyixxxiyxiyxzz +++=++= 
12اكنون  −=iآوريم بندي بدست مي  قرار داده و پس از دسته 

( ) ( )2121212121 . xyyxiyyxxzz ++−= 
1,,1 داريم (2) 2324 −=−==−= iiiii . به طور كلي 

( )Nkiiiiii kkkk ∈−=−=== +++ .,1,,1 3424144 
)توانيم بر   هيچ عدد مختلطي را نمي(3) )0,0 0 0i= +≠0اما اگر .  تقسيم كنيم+ iba آنگاه ،

 :شود تقسيم به صورت زير انجام مي
( )( )
( )( )

( ) ( ) .22 ba
bcadibdac

ibaiba
ibaidc

iba
idc

+
−++

=
−+
−+

=
+
+ 

iyxنتيجه كار عدد مختلط    است كه در آن +

2222 ,
ba
bcady

ba
bdacx

+
−

=
+
+

= 
022و  ≠+ ba به دليل آنكه ( ) ( )0,0, ≠=+ baiba. 

=+=0 مساوي با صفر است؛ z عدد مختلط (4) ibaz 0,0 اگر و فقط اگر == ab. 
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ibaz هر عدد مختلط :نمايش هندسي اعداد مختلط توان در صفحه   را مي=+
−xyيك نقطه مانند  با ( )baA )بر عكس، هر نقطه .  نمايش دادb وa به مختصات , )yxM  از ,

iyxzصفحه وابسته به يك عدد مختلط   . است=+
صفحه  يا z صفحه متغير مختلطشود  مياي را كه اعداد مختلط بر روي آن نمايش داده  صفحه
 ). زيرمطابق شكل(نامند   ميمختلط

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ٢شكل 

)ها هستند متناظر به اعداد حقيقي Xنقاطي از صفحه مختلط كه روي محور )0=bباشند  مي .
بنابراين در صفحه مختلط، . a=0ها نمايش اعداد موهومي محض هستند، زيرا Yنقاط روي محور

)با وصل نقطه .  ناميده مي شودمحور حقيقيها X، و محورمحور موهوميها Yمحور )baA  به ,

مبدأ مختصات، بردار 
→

OAگاهي اوقات، مناسب است كه بردار . آوريم  را بدست مي
→

OA را به عنوان 
ibazنمايش هندسي عدد مختلط   . در نظر بگيريم=+

 

) فرض كنيم :شكل قطبي يك عدد مختلط )baA اي از صفحه مختصات   نقطه,
OA به مبدأ مختصات وصل كرده،Aاز . باشد r=)  0كه در آن≥r (اي را كه  ناميم و زاويه مي
OA با جهت مثبت محور Xسازد با  ها ميθزوج . دهيم  نمايش مي( )θ,r نقطه مختصات قطبي 

A و جهت مثبت محور قطب، مبدأ مختصات X ،در اين صورت . شود  ناميده ميمحور قطبيها
 روابط آشناي ) ٢شكل (

θθ sin,cos rbra == 
 توان به شكل  را داريم، و بنابراين، عدد مختلط را مي

(1) ( )θθ sincos irz θθ يا =+ sincos ririba +=+ 
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ibaz عدد مختلط نمايش قطبي (1)عبارت طرف راست . نمايش داد  r ناميده شده، به =+
 ها را به صورت  آن. گويند  ميz عدد مختلط آرگومان θه  و بz عدد مختلط مدول

zarg=θ و r z= 
 : شوند  به صورت زير بيان مي,ab بر حسب r,θهاي  كميت. دهند نشان مي

.
a
btgarc=θ 22 و bar += 

 به طور خلاصه 

(2)  
( )








=+=

+=+=

.argarg

22

a
btgarcibaz

baibaz
 

ها حركت در خلاف Xشود هرگاه نسبت به محور آرگومان يك عدد مختلط مثبت در نظر گرفته مي
شود هرگاه حركت در جهت حركت  فته ميهاي ساعت باشد، و منفي در نظر گر جهت عقربه

گردد بلكه با   به طور منحصر به فرد تعيين نميθبديهي است كه آرگومان . هاي ساعت باشد عقربه
 .گردد  عدد صحيحي است محاسبه ميk، كه در آن πk2احتساب 

 

iyxz فرض كنيم:تعريف iyxz به صورت z مزدوج . عدد مختلط دلخواهي باشد=+ −= 
 z در صفحه مختصات قرينه نقطه متناظر بهzاز نظر هندسي نقطه متناظر به. گردد تعريف مي

دهيم، به صورت   نشان ميz، كه آن را با zقدر مطلقهمچنين . هاستXنسبت به محور
22 yxiyxz  در zشود و در حقيقت مساوي با فاصله نقطه متناظر به   تعريف مي=+=+

 . باشد صفحه مختصات تا مبدأ مي
22مچنين داريم ه yxzz 22 يا =+ zzzz ==.  
 

)اعداد مختلط   :١ قضيه ) ( )11112222 sincos,sincos θθρθθρ izz  را در نظر =+=+
 در اين صورت . گيريم مي
( )i ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z iρ ρ θ θ θ θ= + + +. 

( )ii 02 اگر ≠z آنگاه ( )22
22

1
2 sincos11

θθ
ρ

i
z

z −==−. 

( )iii 02 اگر ≠z آنگاه ( ) ( )( )2121
2

1

2

1 sincos θθθθ
ρ
ρ

−+−= i
z
z. 

) .اثبات )i داريم  

( ) ( )22112121 sincossincos θθθθρρ iizz ++= 
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 ٧ 

2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2[cos cos cos sin sin cos sin sin ]i i iρ ρ θ θ θ θ θ θ θ θ= + + + 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2cos cos sin sin sin cos cos siniρ ρ θ θ θ θ θ θ θ θ= − + +   
,( ) ( )( )1 2 1 2 1 2cos siniρ ρ θ θ θ θ= + + + 

هاي آنها را در هم ضرب   عدد مختلط را در هم ضرب كنيم كافي است مدوليعني براي آن كه دو
 هايشان را با هم جمع كنيم  كرده و آرگومان

 
 
 
 
 
 
 

 ٣شكل 
( )ii داريم  

( )2222

1
2 sincos

11
θθρ iz

z
+

==− 

( )
2 2

2 2
2 2 2

cos sin
cos sin

iθ θ
ρ θ θ

−
=

+
 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
2 2

1 1cos sin cos sin ,i iθ θ θ θ
ρ ρ

= − = − + − 

 را وارون نمائيم كافي است مدول آن را وارون كرده و يعني براي آن كه عدد مختلط غير صفري
 .آرگومانش را به منها تبديل كنيم

( )iii داريم  

( ) ( ) ( )( )22
2

111
2

1
2

1 sincos1.sincos1. θθ
ρ

θθρ −+−+== ii
z

z
z
z 

( ) ( )( ),sincos 2121
2

1 θθθθ
ρ
ρ

−+−= i 

 را بر هم تقسيم هاهاي آن يعني براي آن كه دو عدد مختلط را بر هم تقسيم نماييم كافي است مدول
 . آرگومانهايشان را از هم كم كنيمكرده و

 

iziz فرض كنيم  :١مثال  +=−= 1,3 21حاصلضرب . 12 zz و خارج قسمت 
2

1

z
z را پيدا 

 .كنيد
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 ٨ 

12 ابتدا .حل , zzنويسيم  را در شكل قطبي مي: 

1
1
1

211:1

1

22
11

===

=+=+=

x
ytg

iz

θ

ρ
 

پس .  در صفحه مختصات در ناحيه اول صفحه قرار دارد1zاين كه نقطه متناظر به و با توجه به 

41
π

θ  و لذا =





 +=

4
sin

4
cos21

ππ iz. 

( )

3
3

3
1

213:3

2

2
22

−
=

−
==

=−+=−=

x
ytg

iz

θ

ρ
 

هارم صفحه قرار دارد پس  در صفحه مختصات در ناحيه چ2zو با توجه به اين كه نقطه متناظر به 

62
π

θ
−

 و بنابراين =













−+






−=

6
sin

6
cos22

ππ iz.  در نتيجه  

1 2. 2 2 cos sin 2 2 cos sin
4 6 4 6 12 12

z z i iπ π π π π π      = − + − = +      
      

 

 و 
1

2

2 2 5 5cos sin cos sin .
4 6 4 6 12 122 2

z i i
z

π π π π π π      = + + + = +      
      

 

 

) عدد مختلط :قواي يك عدد مختلط )θθρ sincos iz بنابر . گيريم  را در نظر مي=+
  ١قضيه 

( ) ( )θθρθθρ 3sin3cos,2sin2cos. 3322 izizzz +=+== 
 .nشود كه به ازاي هر عدد طبيعي  و به استقراء ديده مي

( )cos sin ,n nz n i nρ θ θ= + 
 n برسانيم كافي است مدول آن را بتوان nيعني براي آن كه عددي مختلط را بتوان طبيعي 

θθ، داريم ρ=1در حالت خاصي كه .  ضرب كنيمnرسانيده و آرگومان آن را در  sincos iz += 
Nnو بنابراين به ازاي هر  ∈، 

(2)  ( ) .sincossincos θθθθ nini n +=+ 
اي نيوتن  با بسط طرف چپ تساوي بوسيله  دو جمله.  است معروففرمول دموآور بنام (2)فرمول 

هاي موهومي در دو طرف تساوي مي توانيم  هاي حقيقي و نيز قسمت و مساوي هم قرار دادن قسمت
θnsin و θncos را بر حسب قواي مختلف توابع θθ sin,cosمثال، اگر به عنوان .  بيان كنيم
3=nداريم  

( ) θθθθ 3sin3cossincos 3 ii +=+ 
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 ٩ 

 يا 
3 2 2 2 3cos 3 cos sin 3 cos sin sin cos3 sin 3 .i i i iθ θ θ θ θ θ θ θ+ + + = + 

 يا 
( ) ( ) .3sin3cossinsincos3sincos3cos 3223 θθθθθθθθ ii +=−+− 

 بنابراين 
3 2

3 2

cos3 cos 3cos sin
sin 3 sin 3cos sin .

θ θ θ θ

θ θ θ θ

 = −


= − +
 

 

 اي به صورت   ناميم در صورتي كه ريشه معادلهجبري عددي را :تعريف
0... 1

1
10 =++++ −

−
nn

nn axaxaxa 
01باشد، كه در آن  ,,..., aaanاعدادي صحيح هستند . 

 

) :٢مثال )i اعداد حقيقي ab, را چنان تعيين كنيد كه iz −=  ريشه معادله 1
057 =++ baxxباشد . 

( )ii نشان دهيد كه عدد iz 243  . جبري است=−
). حل )i عدد iz −=  :نويسيم  را به صورت قطبي مي1

( ) .1,211:1 22 −===−+=−=
x
ytgiz θρ 

 در ناحيه چهارم واقع است پس zچون نقطه متناظر با 
4
π

θ   و لذا =−















 −

+





 −

=
4

sin
4

cos2 ππ iz .داريم 















−+






−=














−+






−=

4
5sin

4
5cos2,

4
7sin

4
7cos2 2

5
52

7
7 ππππ iziz 

 آوريم اين مقادير را در معادله گذارده و بدست مي
7 5 7 5
2 2 2 27 5 7 52 cos 2 cos 2 sin .2 sin 0

4 4 4 4
a b i aπ π π π          − + − + + − + − =          

          
 

 يا 

0
2
2.24

2
2.28

2
224

2
2.28 =








++










+








−+ aiba 

 يا
( ) ( ) ⇔=+++− 04848 aiba 
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 ١٠ 

8 4 0 .a b− + 8و = 4 0a+ = 
2,16گيريم كه  نتيجه مي −=−= ab. 

( )ii داريم iz 243 3 يا =− 42 =+ iz . طرفين تساوي اخير را به توان سه رسانيده و بدست
 آوريم مي

( ) ( ) ( ) 422323 3223 =+++ iizizz 
 يا 

( ) .68412 23 zizz −=−− 
 يمآور اكنون طرفين آخرين معادله را به توان دو رسانيده و پس از ساده كردن بدست مي

.0809648812 2346 =+++−+ zzzzz 
3اي با ضرايب صحيح بوده و  كه يك چند جمله 4 2i−بنابراين عدد . باشد  يك ريشه آن مي

3 4 2z i=  . يك عدد جبري است−
 

عداد متعالي  از جمله اe,πاعداد . نامند  ميعدد متعاليعددي را كه جبري نباشد يك  :نكته
 .گردد اين مطلب در درس آناليز رياضي اثبات مي. هستند

 

عدد .  عددي طبيعي باشدn عددي مختلط و z فرض كنيم :ريشه يك عدد مختلط
nنويسيم   ناميده و ميz عدد مختلط  امnريشه را يك wمختلط  zw  در صورتي كه =

zwn =. 
)فرض كنيم . كنيم  را پيدا ميw عدد مختلط ,znاكنون با داشتن  )θθ sincos irz  و =+
( )ϕϕρ sincos iw zwnحال . =+   معادل است با =

(3)        ( ) ( )θθϕϕρ sincossincos irninn +=+ 
zwnچون نقاط متناظر به   شود كه   نتيجه مي(3) در صفحه مختصات بر هم منطبق هستند از ,

( )2 0, 1, 2,...n k kϕ θ π= + = ± rn و ± =ρ 
 يا 

( )2, 0, 1, 2,...n kr k
n n
θ θ

ρ ϕ= = + = ± ± 
 و لذا 















 ++






 +=

n
k

n
i

n
k

n
rw n

k
πθπθ 2sin2cos 

.,...2,1,0 ±±=k 
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 ١١ 

 داراي تعداد zتوان داد ممكن است اين تصور پيش آيد كه  تعداد نامتناهي مقدار ميkچون به
 ام n ريشه مرتبهn دقيقاً دارايzكنيم كه عدد مختلط ثابت مي.  ام استnنامتناهي ريشه

k و به ∋Nmفرض كنيم . باشد مي
k

mnm دو مقدار   داريم . دهيم  را نسبت مي+,















 ++






 +=

n
m

n
i

n
m

n
rw n

m
πθπθ 2sin2cos 

 و















 +++






 ++=+ π

πθ
π

πθ 22sin22cos
n
m

n
i

n
m

n
rw n

nm 

2 2cos sin .n
m

m mr i w
n n n n
θ π θ π    = + + + =    

    
 

  را بدستzهاي مختلف   نسبت داده شود ممكن است ريشهk مقدار متوالي كه به nبنابراين تنها 
 معمولاً . دهند

1,...,2,1,0 −= nk 
0دهيم كه اگر  در مرحله بعد نشان مي. كنند اختيار مي , 1i j n≤ ≤ iو− j≠ آنگاه ji ww ≠ .

nاي به مركز مبدأ مختصات و شعاع  دايره rاولين ريشه . كنيم  رسم مي 







 +=

n
i

n
rw n θθ sincos0 

 دومين ريشه .  استk=0متناظر به مقدار 















 ++






 +=

nn
i

nn
rw n πθπθ 2sin2cos1 

  امين ريشه nو بالاخره ...  است و k=1متناظر به مقدار 
( ) ( )















 −

++





 −

+=− n
n

n
i

n
n

n
rw n

n
πθπθ 12sin12cos1 

=−1متناظر به مقدار  nkها به طور  شود اين ريشه  ديده مي٤همانطور كه در شكل .  است
از آنچه گفته شد نتيجه . اند و لذا دوبدو متمايز هستند يكنواخت روي محيط دايره گسترده شده

 ام است كه از nط مرتبه  ريشه دوبدو متمايز مختلn دقيقاً داراي zگيريم كه عدد مختلط  مي
 :آيند دستور زير بدست مي

(4)  .2sin2cos 













 ++






 +=

n
k

n
i

n
k

n
rw n

k
πθπθ 

1,...,2,1,0 −= nk 
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 ١٢ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ٤شكل 

)  :٣مثال  )iهاي دوم   ريشهiz  . را پيدا كنيد=2
( )iiهاي سوم   ريشهiz  . را پيدا كنيد=−

( )iii16هاي چهارم   ريشه−=zرا پيدا كنيد . 
 

) .حل )i 

2 0 2 , 0 4 2 ,
2

z i i r π
θ= = + = + = = 

.
2

sin
2

cos2 





 +=

ππ iz 

 بنابراين 

))
2

2
2
2sin()

2
2

2
2((cos22 π

π
π

π
kikwk +++= 

 يا 

.1,0=k و 













 ++






 += π

π
π

π kikwk 4
sin

4
cos22 

 پس 

( )iiwiiw +−=













 ++






 +=+=






 += 1

4
sin

4
cos2,1

4
sin

4
cos2 10 π

π
π

πππ 

 

( )ii   
2

3sin
2

3cos ππ iiz +=−= 
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 ١٣ 

















++
















+=
3

2
3
2

3

sin
3

2
3
2

3

cos π
π

π
π

kikwk 

.2,1,0=k 
 پس 

,
2
1

2
3

6
7sin

6
7cos,

2
sin

2
cos 10 iiwiiw +

−
=






+






==+=

ππππ 

.
2
1

2
3

6
sin

6
cos

3
4

2
sin

3
4

2
cos2 iiiw −=






−+






−=






 ++






 +=

ππππππ 

 
( )iii                        πθ ==−= ,16:16 rz 

( ).sincos16 ππ iz += 
 پس 

,













 ++






 +=

4
2

4
sin

4
2

4
cos164 ππππ kikwk 

 يا 

.3,2,1,0,
24

sin
24

cos2 =













 ++






 += kkikwk

ππππ 

 در نتيجه 

( ),12
4

sin
4

cos20 iiw +=





 +=

ππ 

( ),12
4

3sin
4

3cos21 iiw +−=





 +=

ππ 

( ),12
4

5sin
4

5cos22 iiw −−=





 +=

ππ 

( ).12
4

7sin
4

7cos23 iiw −=





 +=

ππ 

 

 امnاي درجه   هر چند جمله):ي جبرقضيه اساس (٢قضيه 
0... 1

1
10 =++++ −

−
nn

nn axaxaxa 
,...,,01كه در آن  aaan اعدادي حقيقي هستند بر ميدان اعداد مختلط داراي n ريشه است كه اين 

 .ها ممكن است حقيقي يا مختلط، ساده يا تكراري باشند ريشه

 . به كتب استاندارد در نظريه توابع مختلط مراجعه گردد.تاثبا
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 ١٤ 

  فرض كنيم:٣قضيه
(5) ( ) 0... 1

1
10 =++++= −

−
nn

nn axaxaxaxf 
 باشد، (5) يك ريشه معادله zاگر عدد مختلط . يب حقيقي باشدا با ضرnاي درجه  يك چند جمله

)يعني  ) 0=zf آنگاه مزدوج آن z است، يعني (5) نيز يك ريشه معادله ( ) 0=zf. 
 

) فرض كنيم .اثبات )θθρ sincos iz ، k، در اين صورت به ازاي هر عدد طبيعي=+
( ) ( )( )θθρ kikz kk sincos  بنابراين . =+

( ) ⇔=++++⇔= −
− 0...0 1
1

10 nn
nn azazazazf 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
0 1cos sin cos 1 sin 1 ...n na n i n a n i nρ θ θ ρ θ θ−+ + − + − + 

( )1 cos sin 0n na i aρ θ θ−+ + + = ⇔

( ) ( )1
0 1[ cos cos 1 ... cos ]n n

n na n a n a aρ θ ρ θ ρ θ−
−+ − + + +

( ) ( )1
0 1 1sin sin 1 ... sin 0.n n

ni a n a n aρ θ ρ θ ρ θ−
− + + − + + =  

 بنابراين با توجه به تعريف يك عدد مختلط بايستي داشته باشيم 

(6)  ( ) ( )
( ) ( )

1
0 1 1

1
0 1 1

cos cos 1 ... cos 0

sin sin 1 ... sin 0

n n
n n

n n
n

a n a n a a

a n a n a

ρ θ ρ θ ρ θ

ρ θ ρ θ ρ θ

−
−

−
−

 + − + + + =


+ − + + =
 

)اكنون  )θθρ sincos iz  ) (6)با توجه به (شود كه   و به سادگي ديده مي=−
( ) ( ) ( )1

0 1 1[ cos cos 1 ... cos ]n n
n nf z a n a n a aρ θ ρ θ ρ θ−

−= + − + + + 
( ) ( )1

0 1 1[ sin sin 1 ... sin ] 0 ,n n
ni a n a n aρ θ ρ θ ρ θ−

−− + − + + = 
) نيز يك ريشه معادله zيعني  ) 0=xfاست . 

 

  فرض كنيم :جهنتي
( ) 0... 1

1
10 =++++= −

−
nn

nn axaxaxaxf 
، معادله ٣ و ٢در اين صورت بنابر قضاياي . اي از درجه فرد با ضرايب حقيقي باشد يك چند جمله

( ) 0=xfلااقل داراي يك ريشه حقيقي است . 
 

) :٤مثال  )i با استفاده از مختصات قطبي نشان دهيد كه ( ) ( )ii +−=+− 181 7 . 
( )iiتساوي زير را ثابت كنيد : 

( )
1

2 11 ... 1 .
1

n
n xx x x x

x

+−
+ + + + = ≠

−
 

( )iii اگر wهاي   يكي از ريشهn باشد، نشان دهيد كه 1 ام واحد به غير از  
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 ١٥ 

.0...1 12 =++++ −nwww 
) .حل )i ( )

4
3,1,211:1 22 π

θθ =−===+−=+−=
x
ytgriz 

.
4

3sin
4

3cos2 





 +=

ππ iz 

) پس  ) ( ) 





 +=






 +=+−

4
5sin

4
5cos22

4
21sin

4
21cos21 377 ππππ iii 

( ) .18
2
2

2
2223 ii +−=








−−= 

( )ii 21 فرض كنيم ... ns x x x= + + + 12، پس + ... +++++= nn xxxxxs و لذا  
( ) ⇔−=−⇔−=− ++ 11 111 nn xxsxxss 

( )1.
1

1 1

≠
−

−
=

+

x
x

xs
n

 

( )iii  در ( )ii 1 با قرار دادن−n به جاي n 1 و توجه به اين مطلب كه≠w داريم  

nw .( 2=1زيرا ( 1 1 01 ... 0
1 1

n
n ws w w w

w w
− −

= + + + + = = =
− −

 

) :٥مثال  )i نشان دهيد كه اگر βα i+ 03 ريشه مختلط معادله =++ rqxx باشد، آنگاه α 
028 معادله  حقيقیريشه 3 =−+ rqxxاست . 
( )ii اگر z  عددي مختلط باشد مطلوبست محاسبه عبارت زير 

( ) ( ) ( )2 2 ... .n nA z z z z z z= + + + 
( )iii مكان تصوير iyxz  :كند تعيين كنيد  را كه در نامساوي زير صدق مي=+

.2≤
+
−

iz
iz 

) .حل )i داريم  

( ) ( ) 0330 32233 =++−−+⇔=++++ riqiiriqi ββαββααβαβα 
( ) ( ) ⇔=+−+++−⇔ 033 3223 βββαααβα qirq 

( )
( )





=++−

=+−

2.03
103

23

32

rq
q
ααβα

βββα 

)از معادله  ) داريم 1( ) 03 22 =+− qβαβ و چون بنابر فرض βα i+ يك عدد مختلط است پس 
0≠β 03 و لذا 22 =+− qβα يعني ،q+= 22 3αβ .2 اين مقدار بدست آمده براي اگرβ را در 

 آوريم   قرار دهيم بدست مي(2)معادله 
( ) ,028033 323 =−+⇒=+++− rqrqq αααααα 

028 يك ريشه معادله αيعني  3 =−+ rqxxاست . 
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 ١٦ 

( )ii فرض كنيم ( )θθρ sincos iz ) در اين صورت .=+ )θθρ sincos iz  و به ازاي هر عدد =−
 kطبيعي 

( ) .sincos θθρ kikz kk )  و =− )θθρ kikz kk sincos += 
 بنابراين 

2 2 22 cos , 2 cos 2 ,..., 2 cos .n n nz z z z z z nρ θ ρ θ ρ θ+ = + = + = 
 در نتيجه 

( ) ( ) ( )22 cos 2 cos 2 .... 2 cosnA nρ θ ρ θ ρ θ= 
1 2 ...2 cos cos 2 ...cosn n nρ θ θ θ+ + += 

( )1
22 cos cos 2 ...cos .

n n
n nρ θ θ θ

+

= 
( )iii داريم  

2 ,
z iz i

z i z i
−−

= ≤
+ +

 

izizپس  +≤− iyxzاگر . 2   آنگاه=+
( ) ( ) ( ) ( )2 22 21 2 1 1 2 1x i y x i y x y x y+ − ≤ + + ⇔ + − ≤ + + 

)و لذا  ) ( )( )2222 141 ++≤−+ yxyxآوريم  كه پس از ساده نمودن بدست مي 

0
9

16
3
501

3
10 2

222 ≥−





 ++⇔≥+++ yxyyx 

,
3
4

3
5 2

22 





≥






 ++⇔ yx 

يعني، مكان تصوير نقاط خارج و روي دايره به مركز 





 −

3
5,0c و شعاع 

3
4

=Rباشد  مي. 

 

iyxz فرض كنيم . مختلط و خواص آن با نمای تابع نمايي  ,xyاگر . =+
به هر مقدار از متغير مختلط . شود  يك متغير مختلط ناميده ميzمتغيرهاي حقيقي باشند، آنگاه 

z در صفحه −xy)را ببينيد٢ شكل(گردد  يك نقطه مشخص متناظر مي) صفحه مختلط  .( 
 

 تعريف معين از مقادير مختلط كميت  از يك حوزهz اگر به هر مقدار متغير مختلط :تعريف
توابعي از .  استz تابعي از متغير مختلط w متناظر گردد، آنگاه wمختلط مشخص ديگري مانند 

)يك متغير مختلط با  )zfw ) يا = )zww  .شوند  داده مي نشان=
 :دهيم در اينجا، تابع نمايي از يك متغير مختلط را مورد بررسي قرار مي

zew iyxew يا= += 
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 ١٧ 

 :اند  به طريق زير تعريف شدهwمقادير مختلط 
(7) ( )yiyee xiyx sincos +=+ 

 يعني
(8) ( ) ( ) .sincos yiyezw x += 

) :٦مثال  )i 1
4

z iπ
= ، پس +








+=






 +=

+

2
2

2
2

4
sin

4
cos4

1
ieiee

i πππ

.  

( )ii iz
2

0 π
0، پس =+ 02 cos sin

2 4
i

e e i i
π π π+  = + = 

 
.  

( )iii iz += )، پس 1 ) 83.054.01sin1cos11 iiee i +≈+=+ 
( )iv xz ) عدد حقيقي است، پس = )0 cos0 sin 0x i x xe e i e+ = + = 

 .يك تابع نمايي معمولي است
 :پردازيم اكنون به بررسي خواص يك تابع نمايي مي

12 اگر .1 , zzدد مختلط باشند، آنگاه  دو ع 
(9) .2121 zzzz eee =+ 

111222زيرا فرض كنيم  , iyxziyxz  ، در اين صورت =+=+
( ) ( ) ( ) ( )2121221121 yyixxiyxiyxzz eee +++++++ == 

(10) ( ) ( )[ ].sincos 2121
21 yyiyyee xx +++= 

 طبي خواهيم داشت از طرف ديگر، بنابر قضيه حاصلضرب دو عدد مختلط در شكل ق
( ) ( )2211 sincossincos 21221121 yiyeyiyeeeee xxiyxiyxzz ++== ++ 

(11) ( ) ( )[ ] .sincos 2121
21 yyiyyee xx +++= 

هاي راست با هم مساوي هستند، بنابراين طرف هاي چپ نيز با هم مساوي  طرف (11) و (10)در 
 :اشندمی ب

.2121 zzzz eee =+ 
 :شود  فرمول زير به طريق مشابه ثابت مي.2

(12)  .
2

1
21

z

z
zz

e
ee =− 

  عددي صحيح باشد، آنگاهm اگر .3
(13) .( ) mzmz ee = 

توان از   را مي(13)، آنگاه m>0 بدست آورد؛ اگر (9)توان از روي  اين فرمول را مي ،m<0براي 
 . بدست آورد(12) و (9)هاي  روي فرمول
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١حساب دیفرانسیل و انتگرال   
  ١                          پیوست دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده   : مولفین 

 ١٨ 

 شكل نمايي يك عدد مختلط . ول اويلرفرم
 آوريم  بدست مي(7) در فرمول x=0با قرار دادن 

(14) .sincos yiyeiy += 
 .كند ي است كه يك تابع نمايي با نماي موهومي را بر حسب توابع مثلثاتي بيان مفرمول اويلراين 

 آوريم  بدست مي(14) در −y به yبا تعويض 
(15)  .sincos yiye iy −=− 

cos توابع (15) و (14)از روي  y و sin yكنيم  را پيدا مي: 

(16) 









−
=

+
=

−

−

.
2

sin

2
cos

i
eey

eey

iyiy

iyiy

 

ها بر حسب سينوس  هاي آن  و حاصلضربϕsin و ϕcosهاي  ها به ويژه براي بيان توان اين فرمول
 .روند ميها بكار  و كسينوس از مضرب كمان

  (1) :٧مثال 

( )iyiy
iyiy

eeeey 22
2

2 2
4
1

2
cos −

−

++=






 +
= 

( ) ( )1 cos 2 sin 2 2 cos 2 sin 2
4

y i y y i y= + + + −   
  

( ) ( )1 12cos 2 2 1 cos 2 .
4 2

y y= + = + 

(2) 

 
2 2

2 2cos sin
2 2

i i i ie e e e
i

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
− −   + −

=    
   

 

( )22 2

2
1 1cos 4 .

4.4 8 8

i ie e
i

ϕ ϕ

ϕ
−−

= = − + 
 

 را به صورت قطبي z فرض كنيم عدد مختلط :شكل نمايي يك عدد مختلط
 :نمايش داده باشيم

( )cos sinz r iϕ ϕ= + 
 بنابر فرمول اويلر، .  آرگومان عدد مختلط استϕ مدول عدد مختلط و rكه در آن 

(17) .sincos ϕϕϕ iei =+ 
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١حساب دیفرانسیل و انتگرال   
  ١                          پیوست دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده   : مولفین 

 ١٩ 

 :توان به شكل نمايي نشان داد لط را ميبنابراين، هر عدد مخت
.iz re ϕ= 

,2,,1 اعداد مختلط  :٨مثال   ii  .  را به شكل نمايي نشان دهيد−−

ikekik                      .حل πππ 22sin2cos1 =+= ، 
i

eii 2

2
sin

2
cos

πππ
=+= 

( ) iei πππ 2sincos22 =+=− 
cos sin .

2 2 2
i i iπ π π− −   − = + − =   

   
 

 از يك تابع نمايي اعمال بر اعداد مختلط در شكل نمايي آن بسيار (13)، (12)، (9)بنابر خواص 
 فرض كنيم كه داشته باشيم. آسان است

., 21
2211

ϕϕ ii erzerz == 
 در اين صورت 

(18)  ( )1 21 2
1 2 1 2 1 2. ii iz z r e r e r r e ϕ ϕϕ ϕ += = 

(19)  ( )21

2

1

2

1

2

1

2

1 ϕϕ
ϕ

ϕ
−== i

i

i

e
r
r

er
er

z
z 

(20) ( ) ϕϕ innnin errez == 

(21) ( ) .1,...,2,1,0
2

−==
+

nkerre n
kinn i
πϕ

ϕ 
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